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Résumé :  
Nous avons étudié la convection de Rayleigh-Bénard d ns une cavité cylindrique dont la hauteur est égale 
au rayon, soumise à la contra-rotation des disques supérieur et inférieur. Le gradient thermique est mesuré 
par le nombre de Rayleigh Ra et la contra-rotation par le nombre de Reynolds Re. En augmentant Ra, la 
transition est vers un état stationnaire pour Re < 95, et vers des oscillations pour Re > 95. Les cycles limites 
apparaissent par une bifurcation de Hopf et disparaissent par une bifurcation globale, auquelle la période 
est infinie.   
Abstract: 
We study Rayleigh-Bénard convection in a cylindrical cavity whose height is equal to the radius, and whose 
upper and lower disks rotate at equal and opposite velocities. The thermal gradient is measured by the 
Rayleigh number Ra and the counter-rotation by the Reynolds Re. By increasing Ra, the transition is 
towards a stationary state for Re < 95, and towards oscillations for Re > 95. The limit cycles appear by 
Hopf bifurcation and disappear by a global bifurcation, at which the period is infinite 
 
Mots clefs : bifurcation de Hopf, bifurcation nœud-col, convection Rayleigh Bénard, écoulement de 
von Kármán.  
1. Introduction  
  
   La convection de Rayleigh-Bénard est l’écoulement produit dans une cavité soumise à un gradient 
thermique verticale, mesuré par le nombre de Rayleigh. Bien que la convection de Rayleigh-Bénard soit un 
sujet classique, la variété de motifs et des comportements dynamiques qu’elle peut engendrer continue à 
surprendre [1,2]. Pour ce type de configuration, la convection apparaît quand la différence de température, 
entre le bas et le haut de la cavité, dépasse une certaine valeur critique. Dans ce travail, nous étudions 
numériquement les instabilités axisymétriques, sous l’effet combiné d’un gradient thermique et la rotation 
des disques supérieur et inférieur. Pour ce type de configuration, la convection apparaît quand la différence 
de température entre le bas et le haut de la cavité dépasse une certaine valeur critique. 
   Un exemple est en cavité cylindrique, où la convection peut apparaître sous forme d’un système de 
rouleaux concentriques, ou bien prendre une forme non axisymétrique. L’analyse linéaire de la structure au 
seuil de la convection a été faite [3] il y a 20 ans pour une gamme de rapport d’aspect. Boronska et 
Tuckerman [4] ont calculé les ondes stationnaires et progressives dans la convection de Rayleigh-Bénard en 
géométrie cylindrique, quand un état axisymétrique convectif subit une bifurcation secondaire de Hopf vers 
un état avec nombre d’onde azimutal m = 3. 
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Problème et formulation 
   Nous considérons un fluide incompressible newtonien visqueux régi par l'approximation de Boussinesq, t 
enfermé dans un récipient cylindrique de rayon R = 1 et de rapport d’aspect 1/ =≡Γ RH . La paroi du 
cylindre est stationnaire et isolante. Les disques supérieur et inférieur tournent avec des vitesses angul ires 
égales et de signe opposés Ω+  et Ω−  et sont maintenus aux températures 0T  et TT ∆+0 , respectivement. 
Les unités nondimensionnelles choisies de la longueur, la température, et le temps sont : R , T∆ et Ω/1 .  
 
Les paramètres nondimensionnelles sont définis comme suit: 
 
α








∆=                                                                                          (1) 
 
 Figure 1 : Géométrie du problème 
Les équations de bilan sont : 
 






).( +∆−∆=∇+∂                                                                                          (2b) 
TTuTt ∆=∇+∂ RePr
1
).(                                                                                                             (2c) 
 
Les conditions aux limites: 
 
Tuuu rzrr ∂=∂== θ  en  0=r                                                                                                  (3a) 
0=∂=== Tuuu rzr θ  en  1=r                                                                                                    (3b) 
0== zr uu  et ru −=θ   et  1=T  en 0=z                                                                                     (3c) 
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2. Méthode numérique 
 
   La discrétisation des termes non stationnaires dan  les équations de mouvement et d'énergie suit un schéma 










                                                                                                         (4) 
   Les termes convectifs présentent des non linéarités. Pour ces termes, nous utilisons alors le schéma 




∆−∆+ ∇−∇≈∇ φφφ ).().(2).(                                                                                                 (5) 
 
   La discrétisation temporelle des termes diffusifs et des gradients de pression dans notre schéma est 
implicite [5]. Concernant la discrétisation spatiale, on utilise le schéma des différences centrées, dont l’erreur 
de troncature est d'ordre deux. 
3. Résultats et Interprétations 
 
                                      A                                                                          B 
Figure 2 : A : Courbes de bifurcations : première bifurcation de fourche (bleu), deuxième bifurcation de 
fourche (rouge), bifurcation de Hopf (vert), bifurcation noeud col (noir). B : un zoom de A. 
   La figure 2 illustre les courbes de bifurcations obtenues par notre simulation numérique pour un 
écoulement de von Kármán avec effet de Rayleigh Bénard. En dessous de la première bifurcation, on a 
obtenue une solution conductive. Deux grandes cellules concentriques sont engendrées par la rotation des 
disques tournants. Au dessus de cette bifurcation, la convection brise la symétrie de réflexion en z et mène à 
une cellule de convection axisymétrique unique qui occupe la cavité entière. Au delà de Reynolds égal à 95, 
la bifurcation de fourche est remplacée par une bifurcation de Hopf, qui mène à des oscillations.  
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   La visualisation d’un signal temporel à Re = 110 et Ra =20000, près de la bifurcation de Hopf, voirfigure 
4, montre que les oscillations sont presque sinusoïdales avec une période égale à 38 et le pic d’énergie 
correspondant a lieu à 0,165, voir figure 6. Par contre pour Re = 63 et Ra = 20000, proche de la bifurcation 
nœud-col, le cycle limite devient presque hétérocline avec une période de 113, voir figure 5, et la fréquence 
diminue à la valeur de 0.055, voir figure 7. Le cycle hétérocline provient de deux bifurcations noeud-cols 
sur le cycle limite, nommé SNOPER ("saddle-node on periodic orbit"). Une bifurcation semblable a été 
observée dans une simulation axisymétrique de la convection en Rayleigh-Bénard [6]. 
   La nature de l’écoulement pour le cycle limite sinu oïdale de la figure 4 montre une symétrie de réfl xion. 
Les états dans la deuxième moitié du cycle sont reliés par une symétrie de réflexion aux états dans la 
première moitié du cycle. Le rouleau dans le coin supérieur est plus petit pendant la première moitié du cycle 
et plus grand pendant la deuxième moitié, voir les visualisations de la figure 8.  
   Dans le cycle limite presque hétérocline, voir figure 5, la variation de l’écoulement devient un peu lus 
complexe. Les isothermes, les lignes de courant, et les vitesses azimutales à des diverses instantes, voir les 
visualisations de la figure 9, décrivent ces variations. Entre le temps 68 et 73, l’écoulement change d’une 
manière remarquable. Le rouleau dans le coin inférieur se développe, et le rouleau dans le haut du coin 
gauche se divise en trois petits rouleaux. Deux de ces derniers disparaissent, laissant un petit rouleau dans le 
coin supérieur.  



















Figure 4 : évolution temporelle pour Re = 110, 
Ra=20000.  













Figure 6 : spectre d’énergie correspondant au 
signal de la figure 4. 




















Figure 5 : évolution temporelle pour Re = 63, 
Ra=20000.












Figure 7 : spectre d’énergie correspondant  au 
signal de la figure 5. 
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     t =10.5 ≈ T/4                                                t = 19.4 ≈ T/2                                                



















































































                                         t = 29.5 ≈  3T/4                                             t= 38 ≈  T                                                     
Figure  8 : isothermes, contours des vitesses azimutales, et des lignes de courants pour le cycle limite 
sinusoïdale  à Re=110, Ra=20000 

































































































































































































































































                                         t = 73.0                                                   t = 86.5 
Figure  9 : isothermes, contours des vitesses azimutales, et des lignes de courants pour le cycle limite 
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presque hétérocline  à Re =63, Ra =20000. 
4. Conclusion 
 
   Cette étude nous a permis de caractériser l’action exercée par la contra-rotation les disques sur la 
convection de Rayleigh-Bénard dans un cylindre vertical, outre son effet sur les instabilités axisymétriques. 
Près de la bifurcation de Hopf les oscillations sont presque sinusoïdales. Quand on s’approche à la 
bifurcation nœud-col, ces oscillations deviennent presque hétéroclines avec une période qui tend vers l’infini.  
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